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Chain Rule of Indicial Derivative
(Satoshi KAWAKAMI)





\mbox{\boldmath $\tau$} $M$ $H$ von Neumann \mbox{\boldmath $\tau$} $N$ von Neumann
$M$ $N$- $P(M, N)$
$P_{1}(M, N)=\{E\in P(M, N);\sigma_{t}^{E}=id\}$
$E(M, N)=\{E\in P(M, N);E(1)=1\}$
$E_{1}(M, N)=\{E\in P_{1}(M, N);E(1)=1\}$
$P(M)=P(M, C),$ $P_{1}(M)=P_{1}(M, C),$ $E(M)=E(M, C),$ $E_{1}(M)=E_{1}(M, C)$
A.Connes Spatial $\varphi\in P(M)$ $\psi\in P(M’)$ Spatial




$P(M, N)$ $P(N’, M’)$ $P(M, N)\ni E$
$E^{-1}\in P(N’, M’)$ Haagerup $E^{-1}$ Spatial
$\triangle((\varphi oE)/\psi)=\Delta(\varphi/(\psi oE^{-1}))(\varphi\in P(N) \psi\in P(M’))$
$E^{-1}$ 1 $E^{-1}(1)$ [Ko] $E\in E(M, N)$ indexE $=E^{-1}(1)$
Jones [Jo]
$E\in P(M, N)$ indexE $=E^{-1}(1)$ $E$ $E\in P(M, N)$
$E$ $N’\cap M$ $E^{c}$ $E$ $N’\cap M$ $Z(N)$-
U.Haagerup
[Ha] $E^{c}$ ( )
A. (U.Haagerup[Ha])
$E\in P(M, N)$ $E^{c}$ ( $E^{c}\in P(N’\cap M, Z(N))$
$E\in P(M, N)$ $E^{c}$ $P(M, N)\ni E$
$E^{c}\in P(N’\cap M, Z(M))$
A $P(M, N)$ $N’\cap M$
$M\supset N$ $N’\supset$ M’ A
$R(M, N)$ $\tau_{M}\in P(Z(M))$ $\tau_{N}\in P(Z(N))$
$E\in P(M, N)$ $\tau_{N}$ $E=\tau_{M}$ $E’$ on $N’\cap M$ $E’\in P(N’, M’)$
:
$P(M, N)\ni Earrow\rangle E’\in P(N’, M’)$
$(\tau_{M}, \tau_{N})$ $E$ standard (correspondence) \mbox{\boldmath $\tau$}
(1) $E_{1}\leq E_{2}\Leftrightarrow E_{1}’\leq E_{2}’$ .
(2) $(E’)’=E$.
(3) $\sigma_{t}^{E}=\sigma_{t}^{E’}$ on $N’\cap M$ .
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1.1
$M\supset N$ $R(M, N)$
(1) $E’$ $E^{-1}$ commute o
(2) W-1=W’ $W\in P_{1}(M, N)$
(3) $E\in P(M, N)$ $dE^{-1}/dE’=(dW/dE)^{2}$
1.2
$H$ von Neumann $M\supset N$
(1) $M\supset N$ $R(M, N)$
(2) $R(M, N)$ $P_{1}(M, N)\neq\phi,P_{1}(N’, M’)\neq\phi$ $\circ$
(3) $E(M, N)\neq\phi$ $E(N’, M’)\neq\phi$
([Ka4]) $E_{1}(M, N)\neq\phi$ $E_{1}(N’, M’)\neq\phi$
von Neumann $M\supset N$
$H$ $B(H)\supset C$
$R(M, N)$ [resp. ] $N’\cap M$ [resp. ]





von Neumann $M\supset N$ $R(M, N)$ $\tau_{M}\in P(Z(M))$
$\tau_{N}\in P(Z(N))$ N $(\tau_{M}, \tau_{N})$ $E\in P(M, N)$ standard
$E$‘
2.1
indexE’ $E\in E(M, N)$ $E\in E(M, N)$
$indexE_{0}’\leq indexE’$
$E_{0}\in E(M, N)$





$E_{0}\in E(M, N)$ $(\tau_{M}, \tau_{N})$ $M\supset N$
$M\supset N$ indexE’ $=indexE$
3.
von Neumann $M\supset L\supset N$
standard
3.1
von Neumann $M\supset L\supset N$ $R(M, L)$ $R(L, N)$
$R(M, N)$ $\tau_{M}\in P(Z(M)),$ $\tau_{L}\in P(Z(L)),$ $\tau_{N}\in$
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$P(Z(N))$ $E_{1}\in P(M, L),$ $E_{2}\in P(L, N)$
$(E_{2}\circ E_{1})’=E_{1^{Q}}’E_{2}’$
standard ( $[IK1],$ $[IK2]$ , [Ka5])
([Wa])
1.1 (2) $W$ $M\supset N$ $(\tau_{M}, \tau_{N})$ canonic
3.1
$3.2$ ( canonical )
canonnical canonical canonical
von Neumann $M\supset N$ $\varphi\in E(N’\cap M)$
$E\in E(M, N)$ $\varphi$ $E=\varphi$ on $N’\cap M$ 1.1 $E^{-1}$
E’ $E$ $\varphi$ indicial derivative $I_{\varphi}^{E}(M|N)=dE^{-1}/dE’$
$(N’\cap M)^{E}$ affiliate ([Ka5])
von Neumann $M\supset L\supset N$ $R(M, L)$ $R(L, N)$
$\varphi\in E(N’\cap M)$ $E_{1}\in E(M, N),$ $E_{2}\in E(L, N)$ $E=E_{2}$ $E_{1}\in E(M, N)$
relative commutant \mbox{\boldmath $\tau$} $\varphi\circ E_{*}\cdot=\varphi$ $(i=1,2)$ , $\varphi\circ E=\varphi$





$I_{\varphi}^{E}(M|N)$ $E\in E(M, N)$ ( $\varphi$ )
3.3
$3.4$ ( )
$M\supset N$ $E\in E(M, N)$ $E$
$M\supset L\supset N$
( -Longo[KoL], Longo[L]) 3.4
$3.5$ ( , -Longo[KoL], Longo[L])
von Neumann $M\supset L\supset N$ $Z(L)\subset Z(N)$
von Neumann $M\supset N$ $\varphi\in E(N’\cap M)$ $E\in E(M, N)$ \varphi $E=\varphi$ on
$N’\cap M$ $E$
$\varphi$ $K_{\varphi}^{E}(M|N)$ $K_{\varphi}^{E}(M|$
$N)=d$( $\varphi$ $E^{-1}$ ) $/d\varphi$ $K_{\varphi}^{E}(M|N)$
$R(M, N)$ $R(M, N)$




$M$ von Neumann $\tau$ $M$ \mbox{\boldmath $\tau$}(1) $=1$
$M$ von Neumann $N$ Y Pimsner-Popa $H_{\tau}(M|N)$
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$M$ $II_{1}$ von Neumann Y $L\supset N$ $M$ von Neumann
Pimsner-Popa
$H_{\tau}(M|N)=H_{\tau}(M|L)+H_{\tau}(L|N)$
Pimsner-Popa \mbox{\boldmath $\tau$} 1987 $([KaY1]$ ,
$[KaY2],$ $[Kal],[Ka2])$
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